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1 エントロピーから情報スペクトルへ
• Shannonエントロピー：
確率分布P (x)に従う確率変数Xに対して

H(X) = H(P ) = −
∑
x

P (x) logP (x) = EP [− logP (X)]

• Shannonの情報源符号化定理をレビュー（i.i.d. 情報源において）

最適なデータ圧縮のレート（圧縮率）= H(X)

• 情報スペクトル理論のアイデアを概説
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i.i.d. (independently and identically distributed)

• 確率変数X1X2 . . . Xnが独立に同一の確率分布P (x)に従っている

Xn := X1X2 . . . Xn
i.i.d.∼ P (x)

• 各データ列 xn := x1x2 . . . xnの確率は

PXn(xn) := P (x1)P (x2) · · ·P (xn)

• 固定長符号化をレビュー

xn := x1x2 . . . xn

↓ fn : 符号器(encoder)

k ∈ { 1, 2, . . . ,Mn }
↓ gn : 復号器(decoder)

gn(fn(x
n))

• 誤り確率

Pr {Xn ̸= gn(fn(X
n)) }

• 符号化レート（圧縮率）
符号語のビット長
データのビット長

=
logMn

n

誤りゼロだと圧縮にならないこと
に注意
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データ圧縮のアイデア（最適な符号化）
• 可変長符号化：平均符号長を短くする，誤りなし
– 出現確率の大きいデータは短く
– 出現確率の小さいデータは長く

データ列xnの最適符号長： − logPXn(xn)

これにより平均的な圧縮率はエントロピーH(X)になる
• 固定長符号化：誤り確率と圧縮率のトレードオフ
– 出現確率の大きいデータxnをまじめに符号化：

− 1

n
logPXn(xn) ≤ a (⇔ PXn(xn) ≥ e−na)

– 出現確率の小さいデータはあきらめる（誤り確率になる）

− 1

n
logPXn(xn) > a (⇔ PXn(xn) < e−na)

a ∈ Rはトレードオフパラメータ（≃ 圧縮率）
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最適な符号化における誤り確率

復号成功確率： Pr

{
− 1

n
logPXn(xn) ≤ a

∣∣∣∣ xn ∼ PXn

}
復号誤り確率： Pr

{
− 1

n
logPXn(xn) > a

∣∣∣∣ xn ∼ PXn

}
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最適な符号化における符号化レート（圧縮率）

正しく復号される要素数Mnは？

Mn := #

{
xn
∣∣∣∣ − 1

n
logPXn(xn) ≤ a

}
≤ ena

∵ 1 ≥
∑

xn:PXn (xn)≥e−na

PXn(xn) ≥
∑

xn:PXn (xn)≥e−na

e−na =Mn · e−na

よって圧縮率はa以下である

符号語のビット長
データのビット長

=
logMn

n
≤ a
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大数の法則とエントロピー
i.i.d. 条件 PXn(xn) = P (x1)P (x2) · · ·P (xn)では大数の法則より

− 1

n
logPXn(xn) = − 1

n
logP (x1)P (x2) · · ·P (xn)

= − 1

n

n∑
i=1

logP (xi)（サンプル平均）

確率収束 (n→∞)−−−−−−−−−−→ EP [− logP (X)] = H(X)（アンサンブル平均）
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このとき圧縮率aにおける漸近的な復号成功確率は

lim
n→∞

Pr

{
− 1

n
logPXn(xn) ≤ a

∣∣∣∣ xn ∼ PXn

}
=

{
1 a > H(X)

0 a < H(X)

漸近的に誤りなしで圧縮できる圧縮率の限界値はエントロピーH(X)
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情報スペクトル理論の設定
確率変数の列X̂ = {X(n)}∞n=1を考える（オリジナルの記法：X = {X(n)}∞n=1）

X(1) = X
(1)
1

X(2) = X
(2)
1 X

(2)
2

...

X(n) = X
(n)
1 X

(n)
2 · · ·X(n)

n

• 定常性，エルゴード性など，確率構造を一切仮定しない
• 整合性条件(compatibility)：実際上重要だが，理論上不要である

PX(n)(x1, x2, . . . , xn) =
∑
xn+1

PX(n+1)(x1, x2, . . . , xn, xn+1)

• X̂ = {X(n)}∞n=1を一般情報源(general source)と呼ぶ
• 数学的に簡単にするため離散確率変数の列を扱う
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エントロピースペクトルレート
一般情報源X̂ = {X(n)}∞n=1とε ∈ [0, 1]に対して，

定義（ε-エントロピースペクトル上限）

H(ε|X̂) := inf

{
a

∣∣∣∣ lim sup
n→∞

Pr

{
− 1

n
logPX(n)(X(n)) > a

}
≤ ε

}
• 解釈：漸近的な最悪の誤りがε
でおさまっている圧縮レートa
の最適値

• 符号化問題の最適レートを定義
に押し込めただけ？ → YES

（尤度を使っているのがポイ
ント）
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データ圧縮（固定長符号化）における一般公式
一般情報源X̂ = {X(n)}∞n=1とε ∈ [0, 1]に対して，

定義（ε-最適符号化レート）

R(ε|X̂) := inf
{
R | ∃{(fn, gn)}∞n=1, s.t.

lim sup
n→∞

Pr
{
X(n) ̸= fn ◦ gn(X(n))

}
≤ ε,

lim sup
n→∞

1

n
logMn ≤ R

}
上手い符号器・複合器の“列”があって，漸近的な誤り確率がε以下で，
圧縮率がR以下となるRの限界値
定理 (Han-Verdú 93, Han 98の一般公式)

R(ε|X̂) = H(ε|X̂)

尤度比を使うことの最適性から導かれる
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情報スペクトル的方法の考え方
(韓&長岡1990年代後半)

• i.i.d. の場合はエントロピーH(X)が最適レートであった

R(ε|X̂)
(1)
= H(ε|X̂)

(2)
= H(X) (0 ≤ ∀ε < 1)

(skeleton)

• (1)は一般公式(general formula)と呼ばれる
– ,確率構造に依存しない
– ,シンプルな議論から導かれ，ある種の様式美を備える
– /一般公式だけでは実際の問題に適用することは出来ない
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個別に確率構造を付加すると，実際に適用可能な符号化定理が得られる

R(ε|X̂)
(1)
= H(ε|X̂)

(2)
= H(X) (0 ≤ ∀ε < 1)

• 例： i.i.d. 情報源, マルコフ情報源, 定常エルゴード情報源, 混合情報源
• 量子系： i.i.d. 状態, Finitely Correlated State（AKLT状態），Gibbs状態
• /(2)の証明も簡単とは限らない
• ,ただし，(2)は純粋に確率論，量子確率論の問題である

情報スペクトル的方法によって，問題をクリアーに分離することが可能,
(1) 符号化・操作の最適性に関する議論 (2) 確率論の議論
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エントロピースペクトル上限と下限

定義（ε-エントロピースペクトル上限）

H(ε|X̂) := inf

{
a

∣∣∣∣ lim sup
n→∞

Pr

{
− 1

n
logPX(n)(X(n)) > a

}
≤ ε

}
定義（ε-エントロピースペクトル下限）

H(ε|X̂) := sup

{
a

∣∣∣∣ lim inf
n→∞

Pr

{
− 1

n
logPX(n)(X(n)) > a

}
≥ ε

}
特に

H(X̂) := H(0|X̂)

H(X̂) := H(1|X̂)
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情報スペクトル理論の応用
• 情報理論，量子情報理論（nは離散時間を表すことが多い）
– データ圧縮，乱数生成（確率分布の変換），状態識別，通信路符号化，
resolvability符号化，盗聴通信路符号化，レート歪み理論，同定符号

• d-次元スピンチェインの解析
– 粒子数が無限になる極限（熱力学的極限）において，
有限窓を増大させて漸近的な極限量を解析する手法を提供

– 有限窓A ⊆ Zdが集合の包含関係で有向族（net，数列の一般化）
– Finitely Correlated State（AKLT状態）, Gibbs状態, Fermion

Quasi-Free State (07 Hiai-Mosonyi-O, 08 HMO-Fannes)

X̂ = {X(A)}A⊆Zd

(d = 2)
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量子系における情報スペクトル的方法
密度行列の列 ρ̂ = {ρ(n)}∞n=1を任意に考える

• 典型例： i.i.d. 状態

ρ(1) = ρ

ρ(2) = ρ⊗ ρ

...

ρ(n) = ρ⊗ ρ⊗ · · · ⊗ ρ

• その他の例：Finitely Correlated State (AKLT状態), i.i.d. mixture, . . .

(i.i.d. mixture) ρ(n) =
m∑
i=1

π(i)ρ⊗n
i
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量子系におけるエントロピースペクトル
• (コンパクト)エルミート作用素A =

∑
i ai |ai⟩⟨ai| (固有値分解)

A+ :=
∑

i:ai>0

ai |ai⟩⟨ai| (正部分),

{A > 0} :=
∑

i:ai>0

|ai⟩⟨ai| (正部分への射影)

• 密度行列の列 ρ̂ = {ρ(n)}∞n=1について固有値分解

ρ(n) =
∑
xn

p(n)(xn) |xn⟩⟨xn|

• 固有値の情報スペクトルを考える

Tr ρ(n){ρ(n) − e−naI(n) > 0} =
∑

xn: p(n)(xn)>e−na

p(n)(xn)

= Pr

{
− 1

n
log p(n)(x(n)) > a

∣∣∣∣ x(n) ∼ p(n)
}
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ρ̂ = {ρ(n)}∞n=1とε ∈ [0, 1]に対して，

定義（ε-エントロピースペクトル上限）

H(ε|ρ̂) := inf

{
a

∣∣∣∣ lim sup
n→∞

Tr ρ(n){ρ(n) − e−naI(n) > 0} ≤ ε

}
定義（ε-エントロピースペクトル下限）

H(ε|ρ̂) := sup
{
a
∣∣∣ lim inf

n→∞
Tr ρ(n){ρ(n) − e−naI(n) > 0} ≥ ε

}
特に

H(ρ̂) := H(0|ρ̂), H(ρ̂) := H(1|ρ̂)

• i.i.d. 状態ρ(n) = ρ⊗nのとき，

H(ρ̂) = H(ρ̂) = H(ρ) von Neumannエントロピー

21/60



2 応用：純粋状態LOCC変換可能性
• エンタングルメント蒸留，希釈の情報スペクトル理論：
Hayashi (2006), Bowen-Datta (2008)

• 二体系の純粋状態列 ψ̂AB = {ψAB
n }∞n=1, φ̂

AB = {φAB
n }∞n=1について

• LOCC変換の列L̂ = {Ln}∞n=1が存在して

lim
n→∞

∥Ln(ψ
AB
n )− φAB

n ∥1 = 0

となるとき“漸近的にLOCC変換可能”であるという

定理 (Jiao-Wakakuwa-O, 2018) 蒸留，希釈の理論を一般化

• H(ψ̂A) > H(φ̂A) ならば“漸近的にLOCC変換可能”

• “漸近的にLOCC変換可能”ならば

H(ε|ψ̂A) ≥ H(ε|φ̂A), H(ε|ψ̂A) ≥ H(ε|φ̂A) (0 ≤ ∀ε ≤ 1)

ただし，ψA
n = TrB ψ

AB
n , φA

n = TrB φ
AB
n
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3 ダイバージェンス・スペクトル
ダイバージェンス（相対エントロピー, Kullback-Leibler情報量）

D(p||q) =
∑
x

p(x){log p(x)− log q(x)} =
∑
x

p(x) log
p(x)

q(x)

エントロピーや相互情報量の元になる基本的な情報量

• q(x) = 1(x) = 1 (定数関数) とおくとエントロピー

D(p||1) =
∑
x

p(x) log p(x) = −H(p), i.e., H(P ) = −D(P ||1)

• 相互情報量：
同時分布PXY (x, y)と周辺分布の積PX(x)PY (y)のダイバージェンス

I(X;Y ) =
∑
x

∑
y

PXY (x, y) log
PXY (x, y)

PX(x)PY (y)

情報スペクトルでもダイバージェンススペクトルを基本に考えるのが良い
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ダイバージェンスと大数の法則
• ダイバージェンス

D(p||q) :=
∑
x

p(x) log
p(x)

q(x)

• pとqの i.i.d. 拡張

pn(xn) = p(x1)p(x2) . . . p(xn), qn(xn) = q(x1)q(x2) . . . q(xn)

where xn = (x1, x2, . . . , xn)

• xn = (x1, x2, . . . , xn)がpn(xn)に従うとき，大数の法則より

1

n
log

pn(xn)

qn(xn)
=

1

n

n∑
i=1

log
p(xi)

q(xi)

n→∞−−−−→ Ep

[
log

p(x)

q(x)

]
= D(p||q)

ダイバージェンスに確率収束する
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i.i.d. における情報量スペクトル的な見方
大数の法則より

Pr

{
1

n
log

pn(xn)

qn(xn)
> a

}
n→∞−−−−→

{
1 a < D(p||q)
0 a > D(p||q)

エントロピーのときと，不等式の向きが逆
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ダイバージェンス・スペクトル・レート下限と上限
確率分布の列 p̂ = {pn}∞n=1, q̂ = {qn}∞n=1について*1

D(p̂||q̂) := sup

{
a

∣∣∣∣ lim
n→∞

Pr

{
1

n
log

pn(x
n)

qn(xn)
> a

∣∣∣∣ xn ∼ pn

}
= 1

}
D(p̂||q̂) := inf

{
a

∣∣∣∣ lim
n→∞

Pr

{
1

n
log

pn(x
n)

qn(xn)
> a

∣∣∣∣ xn ∼ pn

}
= 0

}

*1 p(n), q(n)と書くのが面倒になってくるのでpn, qnと書く
26/60



量子系への準備（非可換性により logはダメ）

1

n
log

pn(x
n)

qn(xn)
> a⇐⇒ pn(x

n)− enaqn(x
n) > 0

• xn ∼ pn(x
n)のとき，

Pr

{
1

n
log

pn(x
n)

qn(xn)
> a

}
= Pr { pn(xn)− enaqn(x

n) > 0 }

=
∑
xn

pn(x
n)1{ pn(xn)− enaqn(x

n) > 0 }

ただし，1{ . . . }は定義関数：

1{ pn(xn)− enaqn(x
n) > 0 } =

{
1 if pn(x

n)− enaqn(x
n) > 0

0 otherwise
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量子ダイバージェンス・スペクトル・レート
• （復習）エルミート作用素A =

∑
i ai |ai⟩⟨ai| (固有値分解) に対して

A+ :=
∑

i:ai>0

ai |ai⟩⟨ai| (正部分)

{A > 0} :=
∑

i:ai>0

|ai⟩⟨ai| (正部分への射影子)

定義 密度行列の列 ρ̂ = {ρn}∞n=1, σ̂ = {σn}∞n=1 に対して，

D(ρ̂||σ̂) := sup
{
a
∣∣∣ lim
n→∞

Tr ρn { ρn − enaσn > 0 } = 1
}

D(ρ̂||σ̂) := inf
{
a
∣∣∣ lim
n→∞

Tr ρn { ρn − enaσn > 0 } = 0
}

• Tr ρn { ρn − enaσn > 0 } はPr

{
1

n
log

pn(x
n)

qn(xn)
> a

}
に相当

量子Neyman-Pearson testの第一種成功確率

28/60



状態識別タスク（量子仮説検定）における一般公式
• POVM {Tn, In − Tn} (0 ≤ Tn ≤ In)による状態の識別

αn(Tn) = Tr ρn(In − Tn) (1st kind error)

βn(Tn) = Tr ρnTn (2nd kind error)

• 最適指数R(ρ̂||σ̂) (大きい方が良い), R∗(ρ̂||σ̂) (小さい方が良い)

βn(Tn) ≃ e−nR(ρ̂||σ̂) s.t. lim
n→∞

αn(Tn) = 0

βn(Tn) ≃ e−nR∗(ρ̂||σ̂) s.t. lim
n→∞

αn(Tn) = 1

定理 (Nagaoka 98, Nagaoka-Hayashi 07 の一般公式)

R(ρ̂||σ̂) = D(ρ̂||σ̂), R∗(ρ̂||σ̂) = D(ρ̂||σ̂)
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量子 i.i.d. 状態（ρn = ρ⊗n, σn = σ⊗n）
• ダイバージェンス・スペクトルの定義より

a < D(ρ̂||σ̂) ⇐⇒ lim
n→∞

Tr ρn { ρn − enaσn > 0 } = 1

a > D(ρ̂||σ̂) ⇐⇒ lim
n→∞

Tr ρn { ρn − enaσn > 0 } = 0

• i.i.d. 状態においてはダイバージェンス・スペクトル上限・下限は

D(ρ̂||σ̂) = D(ρ̂||σ̂) = D(ρ||σ) := Tr ρ(log ρ− log σ)

量子相対エントロピーと一致する．

lim
n→∞

Tr ρn { ρn − enaσn > 0 } =

{
1 if a < D(ρ||σ) (Hiai-Petz 91)

0 if a > D(ρ||σ) (O-Nagaoka 00)
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ダイバージェンス・スペクトルの別表現

Bowen-Datta 06 の別表現

C(ρ̂||σ̂) := sup
{
a
∣∣∣ lim
n→∞

Tr(ρn − enaσn)+ = 1
}

C(ρ̂||σ̂) := inf
{
a
∣∣∣ lim
n→∞

Tr(ρn − enaσn)+ = 0
}

• Nagaoka 98, Nagaoka-Hayashi 07の定義と一致することが示される

C(ρ̂||σ̂) = D(ρ̂||σ̂), C(ρ̂||σ̂) = D(ρ̂||σ̂)

• 意味：重み付きBayesエラー（Bayes成功確率）の最適値

min
0≤Tn≤In

{Tr ρn(In − Tn) + ena Tr ρnTn} = 1− Tr(ρn − enaσn)+

これは以下より導かれる

max
0≤Tn≤In

Tr(ρn − enaσn)Tn = Tr(ρn − enaσn)+
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Bowen-Datta表現のメリット
• 挙動が素直（TrA+の性質），トレードオフを一気に扱える,
– 単調性：TrA+ ≥ TrF(A)+ (for trace preserving positive maps)

– order preserving: if A ≤ B then TrA+ ≤ TrB+

– subadditivity: Tr(A+B)+ ≤ TrA+ +TrB+

• i.i.d. (ρn = ρ⊗n, σn = σ⊗n) の場合

lim
n→∞

Tr(ρn − enaσn)+ =

{
1 if a < D(ρ||σ)
0 if a > D(ρ||σ)

これは，一般に以下が成り立つことによる

C(ρ̂||σ̂) = D(ρ̂||σ̂) = D(ρ||σ) = D(ρ̂||σ̂) = C(ρ̂||σ̂)

• 両方の定義を都合良く使い分ければよい
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4 古典・量子通信路と相互情報量スペクトル
• 古典・量子通信路(classical-quantum channel, cq channel)

W : x ∈ X (有限集合，古典シグナルの集合) 7−→Wx (密度行列)

• Holevo相互情報量

I(P ;W ) :=
∑
x

P (x)D(Wx||WP ) where WP :=
∑
x

P (x)Wx

• Holevo相互情報量は拡大状態のダイバージェンス

R =

P (1)W1 0
. . .

0 P (N)WN

 , S =

P (1)WP 0
. . .

0 P (N)WP

 .

I(P ;W ) = D(R||S)
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cq channelの i.i.d. 拡張（記法の準備）
• cq channel Wの i.i.d. 拡大

x1 → W → Wx1

x2 → W → Wx2

...
...

xn → W → Wxn

• 記法：上を次のように書く

xn := (x1, x2, . . . , xn) → Wn →Wxn :=Wx1 ⊗Wx2 ⊗ · · · ⊗Wxn

• 確率P (x)の i.i.d. 拡張

Pn(xn) = P (x1)P (x2) . . . P (xn)
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一般化cq channelと相互情報量スペクトル

• cq channelの列 Ŵ = {Wn}∞n=1 を考える
• 典型例は i.i.d. 拡張

定義：相互情報量スペクトル 拡大状態列R̂ = {Rn}∞n=1,

Ŝ = {Sn}∞n=1のダイバージェンススペクトル として定義される

Rn =
⊕
xn

Pn(xn)Wn
xn , Sn =

⊕
xn

Pn(xn)Wn
Pn

(
Wn

Pn :=
∑
xn

Pn(xn)Wn
xn

)

I(P̂ , Ŵ ) := D(R̂, Ŝ) = sup
{
a
∣∣∣ lim
n→∞

TrRn {Rn − enaSn > 0 } = 1
}

I(P̂ , Ŵ ) := D(R̂, Ŝ) = inf
{
a
∣∣∣ lim
n→∞

TrRn {Rn − enaSn > 0 } = 0
}

拡大状態はブロックごとに計算できるので，

TrRn {Rn − enaSn > 0 } =
∑
xn

Pn(xn)TrWn
xn {Wn

xn − enaWn
Pn > 0 }
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• 相互情報量スペクトルの定義より

a < I(P̂ , Ŵ ) ⇐⇒ lim
n→∞

TrRn {Rn − enaSn > 0 } = 1

a > I(P̂ , Ŵ ) ⇐⇒ lim
n→∞

TrRn {Rn − enaSn > 0 } = 0

• i.i.d. 拡張通信路の場合はHolevo相互情報量に一致する

I(P̂ , Ŵ ) = I(P̂ , Ŵ ) = D(R||S) = I(P,W )

これは，以下の事実による

Rn = R⊗n = (⊕xP (x)Wx)
⊗n, Sn = S⊗n = (⊕xP (x)WP )

⊗n
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通信路符号化（メッセージ伝送）：古典系
古典通信路W1(y),W2(y), . . . ,WM (y)の出力yから入力kを当てる問題

k ∈ {1, 2, . . . ,M} −→ W (y|k) =Wk(y) −→ y

候補が3つ以上の仮説検定問題（候補が2つだけ：単純仮説検定）

• trivial zero error case

Probability

y

W1(y) Wk(y) WM(y)

Wk(y)とその他Wl(y) (l ̸= k)のオーバラップがない
• yを観測することでkをゼロエラーで識別できる
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An Overlap Measure：単純仮説検定への帰着

Probability

y

W1(y) Wk(y) WM(y)

• Wkとそれ以外Wl (l ̸= k)のBayes重みエラーを考える
• T ⊂ Yをkの受容域(acceptance region)とすると

Pe(k) := min
T⊂Y

∑
y∈T c

Wk(y) +
∑
l ̸=k

∑
y∈T

Wl(y)

 1st kind + 2nd kind

= min
T⊂Y

1−
∑
y∈T

(
Wk(y)−

∑
l ̸=k

Wl(y)

)
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Bayes成功確率

Probability

y

W1(y) Wk(y) WM(y)

• Ps(k) := 1− Pe(k)： Wkとそれ以外を識別するときの成功確率

Ps(k) = 1− Pe(k) = max
T⊂Y

∑
y∈T

(
Wk(y)−

∑
l ̸=k

Wl(y)

)

=
∑
y

(
Wk(y)−

∑
l ̸=k

Wl(y)

)
+

ただし，(F (x))+ = max{0, F (x)}
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単純仮説検定への帰着（量子系）
古典・量子通信路W1,W2, . . . ,WM（密度行列）が与えられているとき，
出力量子状態をPOVM測定することでkを当てる問題

k ∈ {1, 2, . . . ,M} −→ Wk −→ POVM −→ k̂

古典系と同様にoverlap measureを考える

• Ps(k) = 1− Pe(k)：Wkとそれ以外を識別するBayes成功確率を考える

Ps(k) = max
0≤T≤I

Tr

(
Wk −

∑
l ̸=k

Wl

)
T = Tr

(
Wk −

∑
l ̸=k

Wl

)
+
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漸近論：overlapの情報量スペクトル的解析

問題設定 cq channel列{Wn
xn}xn∈Xnに対して，Mn = enR個の入力を

選んでoverlap maxk Pe(k) = maxk{1− Ps(k)}がゼロになるようにする

φn : k ∈ {1, 2, . . . ,Mn} 7−→ xnk = φn(k) 7−→Wn
φn(k)

定理 相互情報量スペクトルレートはsharp limitである

(1) (achievability) Choosing φn(k) (k = 1, 2, . . . ,Mn) randomly subject

to Pn(xn), we have

lim
n→∞

E

Tr(Wn
φn(k)

−
∑
l ̸=k

Wn
φn(l)

)
+

 = 1 if R < I(P̂ , Ŵ )

(2) (strong converse) For any {φn}∞n=1, we have

lim
n→∞

max
k∈[1,Mn]

Tr

(
Wn

φn(k)
−
∑
l ̸=k

Wn
φn(l)

)
+

= 0 if R > I(P̂ , Ŵ ),
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proof of (1) achievability
Given a cq channel x ∈ X 7→ Wx and a map k ∈ {1, 2, . . . ,M} 7→ φ(k) ∈ X , for any

P (x), a ∈ R，and k ∈ {1, 2, . . . ,M}, it obviously holds that

Tr

(
Wφ(k) −

∑
l̸=k

Wφ(l)

)
+

≥ Tr

(
Wφ(k) −

∑
l ̸=k

Wφ(l)

){
Wφ(k) − eaWP > 0

}
.

Taking expectation, we have

E

Tr(Wn
φn(k) −

∑
l̸=k

Wn
φn(l)

)
+


≥ E

[
TrWφn(k)

{
Wφn(k) − eaWP > 0

}]
−Mn · E

[
TrWP

{
Wφn(k) − eaWP > 0

}]
≥ (1− enRe−na)EPn

[
TrWn

xn

{
Wn

xn − eaWn
Pn > 0

}]
.

If R < I(P̂ , Ŵ ), then there exists R < a < I(P̂ , Ŵ ), and the definition of I(P̂ , Ŵ )

assures RHS → 1 (n → ∞)
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通信路符号化の誤り確率との関係
cq channel W : x 7→Wxと符号器φ : k 7→ φ(k) ∈ X

k ∈ {1, 2, . . . ,M} → φ(k) → Wφ(k) → POVM Y = {Yl}Ml=0 → k̂ = l,

復号器Y (POVM)が与えられると，誤り確率Pe(k;φ, Y )が自然に定まる

定理 For any map φ : {1, 2, . . . ,M} → X
there exists POVM Y = {Yk}Mk=0 such that for any k and T (0 ≤ T ≤ I)

Pe(k;φ, Y ) ≤ TrWφ(k)(I − T ) + Tr

(∑
l ̸=k

Wφ(l)

)
T

holds. Taking the minimum w.r.t. 0 ≤ T ≤ I, we have

Pe(k;φ, Y ) ≤ 1− Tr

(
Wk −

∑
l ̸=k

Wl

)
+
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sketch proof

• POVM Y = {Yk}Mk=0 is constructed by Beigi-Gohari (2014) *2

Yk =

{
T

−1/2
φ Wφ(k)T

−1/2
φ (k = 1, 2, . . . ,M)

I − suppot(Tφ) (k = 0)
, Tφ =

M∑
l=1

Wφ(l)

T−1
φ is the generalized inverse satisfying T

−1/2
φ TφT

−1/2
φ = s(Tφ)

• monotonicity of the Sandwiched Renyi divergence for α = 2

(Collision relative entropy)

D∗
α(A||B) =

1

α− 1
logQ∗

α(A||B)−
1

α− 1
log TrA

Q∗
α(A||B) = Tr

(
B

1−α
2α AB

1−α
2α

)α

Q∗
2(A||B) = Tr

(
B−1/4AB−1/4

)2
= Tr

(
A ·B−1/2AB−1/2

)

*2 ∗ S. Beigi and A. Gohari, “Quantum achievability proof via collision relative

entropy,” IEEE Trans. Inform. Theory, vol. 60, pp. 7980–7986, 2014.
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Let

Wk = Wφ(k), Vk =
∑
l ̸=k

Wφ(l)

For simplicity, we neglect the support treatment. Then we have

Yk = (Wk + Vk)
−1/2Wk(Wk + Vk)

−1/2

and

Pe(k;φ, Y ) = 1− TrWk(Wk + Vk)
−1/2Wk(Wk + Vk)

−1/2

= TrWk(Wk + Vk)
−1/2Vk(Wk + Vk)

−1/2

= TrWk −Q∗
2(Wk||Wk + Vk)

≤
TrWkT × TrVkT

TrWkT +TrVkT
+

TrWk(I − T )× TrVk(I − T )

TrWk(I − T ) + TrVk(I − T )
monotonicity

≤ TrWkT +TrVk(I − T )
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Hayashi-Nagaokaの不等式

Hayashi-Nagaoka (2003) 量子情報理論に飛躍的進歩をもたらした

Given c-q channel W : x 7→Wx, for any P (x) there exists (φ, Y ) such

that

Pe(φ, Y ) ≤ 2
∑
x∈X

P (x)TrWx {Wx − eaWP ≤ 0 }

+ 4(M − 1)TrWP {Wx − eaWP > 0 }

for any a ∈ R, where WP =
∑

x∈X P (x)Wx.

• 別証明と係数の改善が得られた

Pe(φ, Y ) ≤
∑
x∈X

P (x)TrWx {Wx − eaWP ≤ 0 }

+ (M − 1)TrWP {Wx − eaWP > 0 }
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5 cq wiretap channel
• Given a quantum channel E : S(HA) → S(HB), there exists an environment

system HE and an isometry U : HA → HB ⊗HE , such that

E(ρ) = TrE [UρU ] (Stinespring dilation)

• complementary channel F : S(HA) → S(HE) is defined by

F(ρ) = TrB [UρU ]

• U can be extended to unitary UABE on HA ⊗HB ⊗HE

Alice ρ → UABE → E(ρ) ∈ S(HB) Bob

↘ F(ρ) ∈ S(HE) Eve

• c-q wiretap channel is a pair of c-q channels (W,V ) such that

Alice x → ρx → W → Wx := E(ρx) ∈ S(HB) Bob

↘ V → Vx := F(ρx) ∈ S(HE) Eve

that is a model of eavesdropper.
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secure transmission of message over wiretap channel
• wiretap channel coding over the i.i.d. extension

Alice (message) k → Qn,k(x
n) → xn → Wn →

∑
xn Qn,k(x

n)Wxn

Bob

k ∈ {1, 2, . . . ,Mn} ↘ V n →
∑

xn Qn,k(x
n)Vxn Eve

• Qn = {Qn,k}Mn
k=1 is a stochastic encoder:

Alice will input signal xn = (x1, . . . , xn) randomly depending on Qn,k(x
n)

• density operator at Bob and Eve are, respectively,

Qn,kW :=
∑
xn

Qn,k(x
n)Wxn , Qn,kV :=

∑
xn

Qn,k(x
n)Vxn

• Bob’s decoder is a POVM Yn = {Yn,k}Mn
k=1 on S(H⊗n

B )

• pair of an encoder and a decoder (Qn, Yn) is called a code

• error probability

Pe(Qn, Yn) :=
1

Mn

Mn∑
k=1

{1− Tr(Qn,kW )Yn,k}

48/60



the aim of wiretap channel coding
• error probability should go to zero asymptotically

Pe(Qn, Yn)
n→∞−−−−→ 0

• Eve should not obtain any information of the message

de(Qn) :=
1

Mn(Mn − 1)

∑
k,l: k ̸=l

∥Qn,kVn −Qn,lVn∥1
n→∞−−−−→ 0

where ∥ · ∥1 is the trace norm. (Eve cannot distinguish messages)

• encoding rate
logMn

n
should be large as n → ∞

• (remark: another important measure)

Ie(Qn) :=

Mn∑
k=1

1

Mn
D(Qn,kVn||QnVn), where Qn(x

n) =
1

Mn

Mn∑
k=1

Qn,k(x
n)

that is, the Holevo information between the message and Eve’s state
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private capacity
private capacity, secrecy capacity

CS(W,V ) := supremum of the rate limn→∞
logMn

n
such that

Bob’s error Pe(Qn, Yn)
(n→∞)−−−−−→ 0, Eve’s information de(Qn)

(n→∞)−−−−−→ 0

Mathematically speaking,

CS(W,V ) := sup
{
R

∣∣∣ ∃{(Qn, Yn)}∞n=1 such that lim inf
n→∞

logMn

n
≥ R,

lim
n→∞

Pe(Qn, Yn) = 0, lim
n→∞

de(Qn, Yn) = 0
}
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c-q wiretap channel coding theorem
• relative entropy: For density operators ρ and σ,

D(ρ||σ) := Tr ρ(log ρ− log σ)

• Holevo information: For c-q channel W : x ∈ X → Wx ∈ S(H), and

probability P (x),

I(P ;W ) :=
∑
x

P (x)D(Wx||WP ) where WP :=
∑
x

P (x)Wx

Devetak 2005, Hayashi 2006 textbook

CS(W,V ) = lim
n→∞

1

n
sup

Pn,Tn

{
I(Pn;TnW

n)− I(Pn;TnV
n)
}
,

where Tn is taken over the set of conditional probabilities from a set T n to

Xn and Pn is taken over the set of probability functions on Tn.

• classical wiretap channel coding is developed by Wyner (1975) and

Csiszár-Körner (1978)
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What is channel resolvability?
• In wiretap channel coding,

Alice should control output statistics of wiretap channel V n

⇓
• channel resolvability coding is a method to control the output statistics by

stochastic encoder at the input side

• channel resolvability for a channel V is the required amount of randomness

to make it a completely noisy channel asymptotically

• that is, channel with high resolvability requires much amount of randomness

Historical Remark

• resolvability coding is proposed by Han-Verdú (1993) in the classical case,

concerning another problem (so called identification code)

• As resolvability coding has been used implicitly in wiretap channel coding

both in the classical and the quantum case, Hayashi (textbook, 2006)

applied it to wiretap channel coding explicitly both in the classical and the

quantum case
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c-q channel resolvability coding
• Consider the size Ln of uniform random number to approximate the output

statistics

xn ∼ Pn(xn) → V n → VPn :=
∑
xn

Pn(xn)Vxn

xn uniform∼ {xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
Ln

} → V n → VΦn :=
1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l

• Φn := {xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
Ln

} ⊂ Xn is called a code

• approximation measure (trace distance)

d(VΦn , VPn) =

∥∥∥∥∥ 1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l
− VPn

∥∥∥∥∥
1

n→∞−→ 0

• encoding rate 1
n
logLn should be as small as possible
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c-q channel resolvability theorem
channel resolvability

CR(P, V ) := inf
{
R

∣∣∣ ∃{Φn}∞n=1, lim
n→∞

d(VΦn , VPn) = 0,

lim sup
n→∞

1

n
logLn ≤ R

}
Hayashi 2005 [implicitly: Winter 2002, Devetak 2005]

CR(P, V ) ≤ I(P, V ) (Holevo information)

• It means, for R > I(P ;V ), there exists a code Φn = {xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
Ln

}
with size Ln = enR such that∥∥∥∥∥ 1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l
− VPn

∥∥∥∥∥
1

n→∞−→ 0
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c-q channel resolvability coding for general channels
• channel resolvability is defined in the same way as the i.i.d. case

• the size Ln of uniform random number to approximate the output statistics

xn ∼ Pn(xn) → V n → VPn :=
∑
xn

Pn(xn)Vxn

xn uniform∼ {xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
Ln

} → V n → VΦn :=
1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l

• approximation measure (trace distance)

d(VΦn , VPn) =

∥∥∥∥∥ 1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l
− VPn

∥∥∥∥∥
1

n→∞−→ 0

channel resolvability for general channels Given probability Pn(xn) on Xn

(denoted by P̂ = {Pn}∞n=1)

CR(P̂ , V̂ ) := inf
{
R

∣∣∣ ∃{Φn}∞n=1, lim
n→∞

d(VΦn , VPn) = 0, lim sup
n→∞

1

n
logLn ≤ R

}
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main theorem
• Let δ(a|Pn, Vn) :=

∑
xn Pn(xn)TrV n

xn { V n
xn − enaV n

Pn > 0 }
• remind that a > I(P̂ , V̂ ) ⇐⇒ limn→∞ δ(a|Pn, Vn) = 0

Given V̂ = {V n}∞n=1 and P̂ = {Pn}∞n=1, for any nonnegative operator B,

there exists a sequence of codes {Φn}∞n=1 such that∥∥∥∥∥ 1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l
− VPn

∥∥∥∥∥
1

≤ 4
√
2

√∑
xn

Pn(xn)Tr(Vxn −B)+ +

√
TrB

Ln

• Letting B = enaVPn , we have

d(VΦn , VPn) =

∥∥∥∥∥ 1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l
− VPn

∥∥∥∥∥
1

≤ 4
√
2
√

δ(a|Pn, Vn) +

√
ena

Ln

• Thus Ln = enR and R > a > I(P̂ , V̂ ) =⇒ limn→∞ d(VΦn , VPn) = 0
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main theorem
• We have shown that R > I(P̂ , V̂ ) (Ln = enR) is achievable.

• There is possibility that R can be smaller.

CR(P̂ , V̂ ) ≤ I(P̂ , V̂ )

• These arguments have been expected in Hayashi’s textbook.

• difference: no pinching κVPn
, operator B can be arbitrary

∥∥∥∥∥ 1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l
− VPn

∥∥∥∥∥
1

≤ 4
√
2

√∑
xn

Pn(xn)Tr(Vxn −B)+ +

√
TrB

Ln∥∥∥∥∥ 1

Ln

Ln∑
l=1

Vxn
l
− VPn

∥∥∥∥∥
1

≤ 3

√∑
xn

Pn(xn)TrVPn{κVPn
(Vxn)− enaVPn > 0}

+

√
νnena

Ln
(Hayashi) (νn = # {eigen-value of VPn})
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resolvability and wiretap channel coding
encoding by Alice l ∼ {1, 2, . . . , L} (uniform random number)

↓
xn
1,1 . . . xn

1,l . . . xn
1,L → V n → 1

L

∑L
l=1 Vxn

1,l
≈ VPn

(message)
...

...
...

k → xn
k,1 . . . xn

k,l . . . xn
k,L → V n → 1

L

∑L
l=1 Vxn

k,l
≈ VPn

...
...

...

xn
M,1 . . . xn

M,l . . . xn
M,L → V n → 1

L

∑L
l=1 Vxn

M,l
≈ VPn

→ Wn → Bob can distinguish each xn
k,l Eve cannot distinguish k

• By c-q channel coding theorem MnLn ≈ en{I(P,W )−ε} messages can be

sent from Alice to Bob with vanishing error

• By c-q resolvability coding theorem Ln ≈ en{I(P,V )+ε} random number is

enough to introduce confusion to Eve

• Thus Mn ≈ en{I(P,V )−I(P,V )−2ε} private messages can be sent
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a general formula for c-q wiretap channel coding
• Using the general formula (Hayashi-Nagaoka, 2002) for message

transmission from Alice to Bob,

C(Ŵ ) (message transmission capacity) = sup
P̂

I(P̂ ; Ŵ )

we have the following theorem

CS(Ŵ , V̂ ) = sup
P̂ ,T̂

{
I(P̂ ; T̂ Ŵ )− I(P̂ ; T̂ V̂ )

}
= sup

P̂ ,T̂ : I(P̂ ;T̂ V̂ )=0

I(P̂ ; T̂ Ŵ ),

where T̂ = {Tn}∞n=1 is a sequence of Markov maps, T̂ V̂ = {TnV
n}∞n=1, and

P̂ = {Pn}∞n=1 is a sequence of probability functions. The supremum is taken

over such possible choice of sequences.
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6 まとめと展望
情報スペクトル的方法 ρ̂ = {ρn}∞n=1, σ̂ = {σn}∞n=1

R(ρ̂||σ̂) (1)
= D(ρ̂||σ̂) (2): i.i.d.

= D(ρ||σ)

情報スペクトル量と，関連する基本タスク

• エントロピー・スペクトル・レート (Data Compression)

• ダイバージェンス・スペクトル・レート
– D(ρ̂||σ̂), D(ρ̂||σ̂) : hypothesis testing (strong converse)

• 相互情報量スペクトル・レート
– 下限，I(P̂ ; Ŵ ) : cq channel coding

– 上限，I(P̂ ; Ŵ ) : cq channel resolvability

展望と応用：エンタングルメント変換, spin chainの解析, 量子統計力学
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